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Um bloco de massa m = 0,25 kg é ligado a uma
mola de constante elastica k=16,25N/m e a um
amortecedor de constante de  amortecimento
b =0,5N.s/m . O bloco é deslocado de sua posicao de
equilibrio O até um ponto P a 0,im e langado se
afastando do ponto de equilibrio com velocidade inicial de O =
0,7 m/s . Adotando que a forga de amortecimento é
proporcional a velocidade, determine:

a) A equacao do movimento;
b) Classifique o tipo de oscilagéo;
c) O grafico da posigdo x em fungéo do tempo t.

Dados do problema

* massa do corpo: m=0,25kg ;

* constante elastica da mola: k=16,25N/m ;
e constante de amortecimento: b=0,5N.s/m:
* posicao inicial (t = 0): X=01m:

* velocidade inicial (f = 0): ve=0,7m/s

Esquema do problema

Adota-se um sistema de referéncia com sentido positivo
para a direita. O bloco ¢ deslocado até a posicdo X, =0,1m e
langado com velocidade inicial Vo= 0,7 m/s no mesmo sentido do
referencial. Quando solto a forga elastica da mola atuara no sentido
de restabelecer o posicdo de equilibrio (figura 1). Com isto

escrevemos as Condig¢ées Iniciais do problema: 0 01 (m)
figura 1
x(0)=0,1m vy= X0 _ 7 s
dt
Solugéo

a) Aplicando a 2.7 Lei de Newton

(1)

temos que as forgas que atuam no bloco sdo a forga elastica da mola (IEE) e a forga de

-

amortecimento ( F ), dadas, em mddulo, por

dx
F_.=—-k =— =—h—
£ X Fr bv bdt (1m

o sinal de negativo na forca elastica representa que ela atua contra o sentido do deslocamento
do bloco (atua no sentido de restabelecer o equilibrio), na forga de amortecimento representa
que ela atua contra o sentido da velocidade (atua no sentido de frear o movimento).
Substituindo as expressoes de (II) em (I), obtemos

2
—kx—bﬂ =md X
dt dt’
2
mad X pdX L py=0

dt’ dt
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esta € uma Equacao Diferencial Ordinaria de 2.7 Ordem. Dividindo toda a equagao pela massa
m, temos

2
dx bdx, k,_g
dt? mdt m

substituindo os valores dados no problema

2
d X 0,5 dx+16’25x=0
dt?* 0,25 dt 0,25
ad’x dx
+2=-—=+4+65x=0
T T2 g TEox (1

a solugao deste tipo de equacéo é encontrada fazendo-se as substituicoes

2
, d“x )
At =/\26\t

dt’

dx
=gl — =A
x=e dt €

A%eM 4226V +65eM =0

e''(A*+2A+65)=0

N20+65 = O
-
A’+2A+65=0

esta é a Equacgéao Caracteristica que tem como solugéo
A =b’-4ac=2°-4.1.65=4-260 = —256
para A<OQ as raizes sdo complexas da forma a+bi,onde i=+v —1

—b+VA _ —2+V-256 _ —2+16i

ME e T 24 - 3 - 1+8i
e

= —b—A _ —2-V—-256 _2-160_ g

27" 2a 2.1 -2 T

como A<O0 a solugao da expressao (lll) é escrita como

x=C,e"+C,e™
—1+8i —1-8i
X = C1e( +8 |)t+CZe( 8i)t

m n

onde C, e C, sdo constantes de integracéo, aplicando a propriedade a""" =a".a" re-
escrevemos

—t 8it —t -8 it
x=C,e .e’"+C,e .e

x=e"(Ce’"+C,e "

usando a Relacédo de Euler (leia-se diler) e = cos0+i send

X = e_t[C1( cos8t+isen8t|+C,l cos8t—isen8t )]
x=e'[C,cos8t+iC, sen8t+C, cos8t—iC, sen8t|

coletando os termos em seno e co-seno, temos
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x=e"|(C+C, ) cos8t+(iC,~iC, | sen8t]
X = e’t[( C,+C,) cos8t+i(C,—C,) sen8t]
definindo duas novas constantes a e 3 em termos de C, e C, ficamos com
x=C,+C, e g=i(C,—C,)
x=e'| x cos8t+psen8t | (IV)

multiplicando e dividindo esta expresséo por \ o?+ g2
v o<2+B2
T+

x=vol+p% ef| —2 cos8t+ B

x =e ‘[« cos8t+p sen8t|

fazendo as seguintes definicdes

A=V o’+p° , COS(PE#BZ e sentPE#%Bz
x=Ae [ cosp cos8t+sengp sen8t |
Observagao: lembrando da seguinte propriedade trigonométrica
os(a—b) = cosa cosb+sena senb
x=Ae cos(8t—¢) (V)

onde A e ¢ sio constantes de integragcao determinadas pelas Condigées Iniciais, derivando a
expressao (V) em relagao ao tempo, obtemos

derivagdode x=Ae 'cos(8t—¢)
derivando o produto de fung¢des na forma:
uv=u'v+uv'

t

onde u=Ae' e v=cos(8t—¢) e a fungdo cosseno & uma fungdo composta cuja

derivada é do tipo

dviw(t)] _ dv dw
at dw dt
com w=8t—0¢
dv _ _ _ dw _
qw = senw = sen(8t—¢) e T =8
dx —t —t _
W=A(—1).e cos(8t—@)+Ae | —sen(8t—¢).8]=

=—Ae'cos(8t—¢@)-8Ae'sen(8t—¢)
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%=—A e 'cos(8t—p)-8Ae 'sen(8t—9) (V1)

substituindo as Condi¢ées Iniciais em (V) e (VI), temos
x(0)=0,1=Ae’cos(8.0-¢)
0,1=Ae ’cos(8.0-¢)
0,1=Acos(—¢)
como o co-seno & uma fungdo par temos cos® = cos(—@ ) e a expressdo acima fica

0,1= Acos¢ vy

d x(0)
dt

=0,7=—-Ae %cos(8.0-¢p)-8Ae ’sen(8.0-¢)

07=-Ae " cos(8.0-¢)-8Ae’sen(8.0-¢)
0,7=—Acos(—¢@)-8Asen(—¢)

como o co-seno & uma fungéo par e seno € uma fungdo impar sen@ =—sen(—¢ ) ficamos
com

0,7=—-Acosp+8Aseng (VIII)
isolando o valor de A na expressao (VII)

0/
" cos@ (IX)

e substituindo em (VIII), obtemos

0,7= —L.coscp+8.i. sen@
cos @ cos @
0,7=-0,1+0,8tgo
0,8tgp =0,7+0,1
0,8tgp=0,8
0,8
M¢—Q8
tgp =1
¢ =arctg(1)

_
?=3

substituindo o valor de @ em (IX)

N
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multiplicando o numerador e o denominador por + 2

substituindo estas constantes na expresséao (1V), temos

x(t)=0,1V2 e cos( 8t—% )

b) Como A<0 este é um oscilador sub-critico.

c) Construgao do grafico de

x(t)=0,1V2 e cos(8t—%) (X)

A fungdo x(t) é o produto de duas fungdes, f(t)=0,1V2 e e g(t)= cos( 8t—% ) )

Para determinar as raizes fazemos x(t)=0, como x(t)=f(t)g(t) temos f(t)=0 ou
g(t)=0.

e Para 9(t)=0 temos

g(t) =cos(8t—% ) =0

T
cos(8t—z)_ 0
a : T < n 3n 5=
a fungdo co-seno é zero quando seu argumento 8t—z é igual a LN
2n+1
% ,comn=0,1,2,3,..., portanto devemos ter
n_(2n+1)n
8t i 5

8=—5"+3"2
8t=4nn+2n+n
4
_4nn+3=n
- 4
_(4n+3)x
8t—74
t=(4n+3)n
4.8
(4n+3)n
32

8t

t=
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para esses valores de t temos as raizes da fungdo co-seno, os quatro primeiros valores seréo,
paran =0, 1, 2 e 3, respectivamente, t = 0,29; 0,69; 1,08 e 1,47 estes valores estdo mostrados
no grafico 1.

0,29 1,08 !
0 0,69 147 ¢

grafico 1

como néo exite t que satisfaga essa igualdade a fungdo f(f) ndo cruza o eixo das abscissas.
Para qualquer valor de t real a funcéo sera sempre positiva (f(t)>0) .
Derivando a expressdo f(t) ,temos

af _ —t
g = 1).0,1V 2e
df _ - .t
gr =01 V2e
. . . df(t) ~
para qualquer valor de t real a derivada sera sempre negativa gt <0 | e a fungéo
decresce sempre. Fazendo d;(tt)=0 encontramos pontos de maximos e minimos da fungio.
af _ “t_
4= 0,1V2e'=0
-t _ 0
-0,1V2
e'=0

como nao exite t que satisfaca essa igualdade ndo existem pontos de maximo ou minimo da
fungao.
Derivando uma segunda vez a fungao temos

2l =—_(-1).01V2e"

2
dr_01/2e"
dt



www.fisicaexe.com.br

2
para qualquer valor de t real a derivada segunda sera sempre positiva ( L(zt)>0) e a fungao

2
f(t . N
possui “boca” voltada para cima. Fazendo dd (2)=0 encontramos pontos de inflexdo na

fungéo.

2
9l _01y2et=0
dt
01V2e'=0
_t 0

¢ Toav2
=0

e—t

como nao exite t que satisfaga essa igualdade nao existem pontos de inflexdo na fungéo.
Para t = 0 a expresséo de f(0) fornece

(0)=0,1V2 e°
f(0)=0,1V 2

f(0)=0,1.1,4
f(0)=0,14

Como a variavel t representa o tempo n&do tem sentido o calculo de valores negativos (
t<0), para t tendendo a infinito, temos

lim f(t)=1lim 0,1V 2e " = lim 0,1{7 =0

t—o t—oo t—oo e

4
0,14

Da analise feita acima tragamos o
grafico de f em funcdo de t mostrado no
grafico 2.

grafico 2

xl:m}n.

Como x(t)="1f(t) g(t) a 0.1
combinagéo dos graficos produz uma curva
que oscila como a fungdo co-seno
amortecida pela exponencial (grafico 3).

| VA\/% .

grafico 3



