Um disco de raio a possui no centro um orificio de raio b P
e esta carregado uniformemente com uma carga Q. Calcule o
vetor campo elétrico num ponto P sobre o eixo de simetria
perpendicular ao plano do disco a uma distancia z do seu centro.

Dados do problema

* raio do disco:

* raio do orificio:

e carga do disco:

» distancia ao ponto onde se quer o campo elétrico:

Esquema do problema
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O vetor posigédo r vai de um elemento de carga do disco d g até o ponto P onde se
deseja calcular o campo elétrico, o vetor r, localiza o elemento de carga em relagdo a origem
do referencial e o vetor r, localiza o ponto P, assim pela figura 1-A

r =I'p—l’q

(B)

figura 1

Pela geometria do problema devemos escolher coordenadas cilindricas (figura 1-B), o
vetor rq, que esta no plano xy, € escrito como r,= X i+y j e o vetor r, s6 possui componente

na diregdo k, r, = Z Kk, entdo o vetor posigéo sera

=zk—(xi+yj)
r=—xi-yj+zk

..,
|

Da expresséo (I) o modulo do vetor posicao r sera
r’=x"+y’+7°
;
r={x*+y*+2°
onde x, y e z, em coordenadas cilindricas, sdo dados por

x=rycos0 , y=r,send

(I

z=z (1)
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Solugéo

O vetor campo elétrico é dado por

_ 1 fd_z
E_4TE€O r2I'
_ 1 dq Y
_4neof o ™)

Da expressao da densidade superficial de carga (o) obtemos o elemento de carga dq

_dq
TTUA
dg=0c dA (V)

onde d A é um elemento de area de angulo d 6 do disco, assim pela
figura 2

dA=r,dr,do (VI

figura 2

substituindo (VI) em (V)
dg=or,dr,d6 (Vi)

substituindo (1), (I) e (VII) em (IV), e como a integracao é feita sobre a superficie do disco
(depende de duas variaveis r e 8) temos uma integral dupla

orydr,do . .
3(—X|—yj+z k)

47‘[60 1
(x%+y2+22)?
oradr,do . .
-2 ff T A0 iy ez k] (Vi)
T € 2
(x%+y%+z?)
substituindo as expressoes de (Ill) em (VIII), vem
rqdr, do
= f‘[ 77 5 (—rqcos@i-r send j+zk |
47, 2 2 15
(rqcos® | +(rysen0) +z }
rodr, do
E=4‘| fjl 77 %% s (—rqcos@i—r,send j+zk |
o [rzcos29+r25en29+zz]5
q q
E= f J’l o rqdry do 5 (—rycos6i-r sen6 j+zk|
4ne {rqz(cosze+sen29)+z2 2
1
E= f‘[w( r,cosf i-r sen6 j+z k|
47‘[60 =

(r +Z)2

Como a densidade de carga ¢ é constante e a integral ndo depende de z, depende de
r, e 6, ela podem “sair” da integral, e sendo a integral da soma igual a soma das integrais

podemos escrever
ae J‘J‘r sen0 dr, de J‘J‘rdr de
r ’+z? r ’1z?

J‘J‘r cosedr
41t€0
r 2y 72

M\m
N\‘*’
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Os limites de integracao serdo de b a a em drq (ao longo do raio do disco) e de 0 e 21t
em d 6 (uma volta completa no disco), € como nao existem termos “cruzados “em r e 6 as
integrais podem ser separadas

a 27 a 2n a 27
rédr r2dr r dr
E=4:E —f 4 qsfcosedei—f“—“sfsenedej+zfq—“Sfdek
ol (a2 b (12?2 o (22
0 0

2n

integragéo de f cos0 do

0

1.° método
2n
f cos0 dO = send|>" = sen2n—sen0=0-0 =0
0
&
2.° método 1]

O grafico de cosseno entre 0 e 211 possui uma area

Eeentre I e 21 e

“positiva” acima do eixo x, entre 0 e > 5

o

o e : n_3n
uma area “negativa” abaixo do eixo x, entre D) e > estas

duas areas se cancelam no calculo da integral, sendo o valor  _1 |
da integral zero.

2n

integracéo de f sen6 do

0

1.° método

2n

fsene d0=—cosf|>"=—(cos2n—cos0)=—(1-1)=0
0

2.° método 1]

O gréfico do seno entre 0 e 21 possui uma area
“positiva” acima do eixo x, entre 0 e 11, € uma area “negativa”
abaixo do eixo x, entre 1te 21, estas duas areas se cancelam
no calculo da integral, sendo o valor da integral zero.
Observagao: as duas integrais, nas diregdes i e j, que séo
nulas representam o calculo matematico para a afirmagéo _|
que se faz usualmente de que as componentes do campo
elétrico paralelas ao plano-xy (d E ) se anulam. Apenas as
componentes normais ao plano (d E ) contribuem para o campo elétrico total (figura 3 -
abaixo). Como as integrais em seno e cosseno sdo nulas nao é preciso fazer a integral do raio .

a

Integracao de f
b (ra+27]

r.dr,

9-'q
3
2
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fazendo a mudancga de variavel
u=ri+z’

du=2rqdrq:drq=z—7
q

fazendo a mudanca dos extremos de integracéo

para r,=>b para rq=4a
temos u = b%+z? temos u = a’+z?
a4 22 a2ez? 3., a’+z? _3.p |82 1 a’+z* a2
ro du 1 1 1 u? 1 u ? 1u? =%
e —du = — => — E => —Uu e =
32r, 2 3 2 3+1 2 —3+2 2 1
2 2 2 2 - - =
bzt U bzt U 2 b*+2z? 2 b?+z? 2 b24+z?
1177 1 1 1 1
=>—— = —

_ = _
\/a2+22 \/b2+22 \/b2+z2 \/az+z2

2n
fde=e|§“=2n—o=2n
0

dEp %%dﬁ:
“/Ep ¢Ep K )
: i ‘/Lﬁ]

0
b2
X figura 4
¥
figura 3
E=-—2-10i-0j+z 1 2nk
4me, Vb2+z? | aiz?
1 1
E=-2 |z — 2nk
4”60[ (\/b2+22 Va2 ]

oz 1

E=_— - k
2¢ ( Vb2+z2 \a?t+z?




